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ОБОСНОВАНИЕ 

Мы хотим предложить исключительно простую математиче-
скую модель, описывающую как демографическое, так и экономи-
ческое развитие Мир-Системы вплоть до 1973 г. на основе тех же 
самых допущений, что уже были сделаны М. Кремером (Kremer 
1993)1. 

Кремер предполагает наличие следующего соотношения между 
ВВП на душу населения и темпами демографического роста  
(см. диаграмму 1, с. 20).  

Отметим, что подобное соотношение подразумевает, что при 
низких значениях ВВП на душу населения влияние этой перемен-
ной на темпы демографического роста может быть описано при 
помощи следующего уравнения:  

История и современность, № 1,  март 2007  19–37 

,aSNdt
dN =

                                                

 (17)2

где N – это население Земли, а S – «избыточный» продукт, произ-
водимый на одного человека сверх продукта m, минимально необ-
ходимого для простого (с нулевой скоростью роста) воспроизвод-
ства населения.  

 
1 Подробный анализ модели М. Кремера дается в нашей монографии (Коротаев, Мал-

ков, Халтурина 2007).  
2 Уравнения (1)–(16) см. в нашей статье (Коротаев, Малков, Халтурина 2005).  
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Диаграмма 1  

Зависимость относительных темпов роста населения  
от доходов в модели М. Кремера 

 

 A, прирост населения 

0 

 
 
A – разница между рождаемостью и смертностью как функция от g – 

дохода на душу населения, который в модели рассчитывается как g = G/N, 
то есть общий продукт G, полученный по формуле (10) и поделенный ме-
жду N членами популяции. 
 

Отметим, что эта предельно простая модель генерирует опре-
деленное число гипотез, вполне поддающихся эмпирической про-
верке. Например, согласно этой модели относительные темпы рос-

та населения мира ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ = Ndt

dNrN :

.aSrN

должны быть линейно пропорцио-

нальны среднедушевому производству избыточного продукта:  
=  (18) 

Эмпирическая проверка данной гипотезы ее подтвердила, соответ-
ствующая корреляция оказалась в предсказанном направлении, 
очень сильной (R = 0,961) и, вне всякого сомнения, статистически 
значимой (α = 0,00004) (см. диаграмму 2, с. 21). 

 

g g, доход  
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Диаграмма 2  

Корреляция между производством избыточного продукта на 
душу населения (ось абсцисс, логарифмический  

масштаб, в тысячах международных долларов 1990 г.  
в паритетах покупательной способности) и относительными  

темпами роста населения мира  
(ось ординат, логарифмический масштаб, %) для 1–1973 гг.  
(диаграмма рассеивания с наложенной линией регрессии) 
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Примечание: R = 0,961, α = 0,00004. Источник данных – Maddison 

2001: 241, 264; данные по производству мирового ВВП на душу насе-
ления на 1000 г. скорректированы по В. А. Мельянцеву (1996; 2003; 
2004; Meliantsev 2004). Величины S подсчитаны исходя из оценки m в 
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440 международных долларов 1990 г. в паритетах покупательной спо-
собности; обоснование этой оценки см. в: Коротаев и др. 2007: 38–74.  

 
Механизмы данного соотношения вполне очевидны. В про-

межутке $440–35003 рост производства ВВП на душу населения 
ведет к относительно очень значительному улучшению питания, 
медицинского обслуживания, санитарных условий и т. д., что при-
водит к обвальному падению смертности (см. диаграмму 3):  
 

Диаграмма 3  
Корреляция между производством ВВП на душу населения  

(ось абсцисс) и смертностью  
(ось ординат, на тысячу чел.) для стран мира на 1975 г. 
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3 Здесь и далее (если не указано иначе) ВВП измеряется (вслед за Maddison 2001)  

в международных долларах 1990 г. в паритетах покупательной способности.  
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Примечание: источники данных – Maddison 2001 (ВВП), World Bank 
2004 (смертность).  

Например, по данным на 1960 г. корреляция между производ-
ством ВВП на душу населения и общим коэффициентом смерт-
ности для отрезка $440–3500 достигает – 0,634 (α = 0,0000000001)  
(см. диаграмму 4):  
 

Диаграмма 4 
Корреляция между производством ВВП на душу 

населения (ось абсцисс) и смертностью 
(ось ординат, на тысячу чел.) 

для стран мира на 1960 г. (для участка $440–3500) 
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Примечание: R = – 0,634, α = 0,0000000001. Источники данных– 
Maddison 2001 (ВВП), World Bank 2004 (смертность).  

Стоит отметить, что на самых ранних стадиях демографическо-
го перехода (коррелирующих как раз с рассматриваемым здесь 
участком экономического роста) сокращение смертности не сопро-
вождается соответствующим сокращением рождаемости (см., на-
пример: Chesnais 1992); собственно говоря, рождаемость при этом 
может даже несколько вырасти (см., например, диаграмму 5):  

Диаграмма 5 
Экономическая и демографическая динамика 

в Сьерра-Леоне, 1960–1970 гг. 
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Примечание: Сплошная черная линия – ВВП на душу населения  
(в сотнях $). Сплошная серая линия – естественный прирост населения  
(в %). Черная пунктирная линия – общий коэффициент смертности (в %). 
Серая пунктирная линия – общий коэффициент рождаемости (в %). Ис-
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точники данных – Maddison 2001 (ВВП), World Bank 2004 (демографиче-
ские переменные). 

Действительно, например, падение смертности с 50 до 25 % оз-
начает рост ожидаемой продолжительности жизни с 20 до 40 лет, в 
то время как женщина за 40 лет своей жизни может родить значи-
тельно больше детей, чем если она умрет в 20 лет. Во многих 
странах рост рождаемости на рассматриваемом участке был 
также связан с сокращением временнóго промежутка между ро-
ждениями (в связи с такими обусловленными модернизацией 
процессами, как сокращение продолжительности периодов та-
буирования сексуальных отношений между супругами после 
рождения ребенка или полное исчезновение подобных табу, а 
также уменьшение периода кормления грудью в связи с ростом 
доступности таких продуктов питания, которые могут выступать 
как замена материнского молока4). В подобном контексте ради-
кальное падение смертности на ранних стадиях демографическо-
го перехода сопровождается столь же радикальным увеличением 
темпов демографического роста.  

Необходимо подчеркнуть, что уравнение (17) не работает для 
участка ВВП на душу населения > $3500. На этом «постмальтузи-
анском» участке смертность быстро достигает своих предельно 
минимальных значений, а затем начинает медленно, но неуклонно 
расти из-за эффекта старения населения, в то время как рост таких 
переменных, как образование (и в особенности женское образова-
ние), уровень развития систем социального образования или дос-
тупность и совершенность методов и средств планирования семьи, 
ведет к относительно быстрому падению рождаемости (см., напри-
мер: Hollingsworth 1996; McMichael 2001; Bongaarts 2003; Коротаев 
и др. 2005). В результате на этом участке дальнейший рост произ-
водства ВВП на душу населения ведет не к увеличению, а к самому 

                                                 
4 Отметим, что на этом этапе речь идет не столько о специальном детском питании 

промышленного производства, сколько о разного рода кашах домашнего приготовления.  
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существенному уменьшению темпов роста населения (см. диа-
грамму 6, с. 26). 

Диаграмма 6  
Соотношение между производством ВВП на душу 

населения (ось абсцисс), смертностью  
(%, ось ординат), рождаемостью (%, ось ординат)  

и естественным приростом аселения (%, ось ординат) н
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Примечание: для стран с производством ВВП на душу населения 

> $3500, 1975 г., диаграмма рассеивания с наложенными линиями Лоуес-
са. Источники данных – Maddison 2001 (ВВП), World Bank 2004 (демо-
графические переменные). 

Данная картина выглядит еще более отчетливо для стран мира 
на 2001 г., так как между 1975 и 2001 гг. число стран, окончательно 
вышедших из первой фазы демографического перехода в «пост-
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мальтузианский» мир, значительно выросло (а на первой фазе ос-
талось лишь меньшинство стран) (см., например, диаграмму 7,  
с. 27). 

Диаграмма 7 

Соотношение между производством ВВП на душу 
населения (в международных долларах 2001 г. в паритетах  
покупательной способности, ось абсцисс), смертностью  

(%, ось ординат), рождаемостью (%, ось ординат)  
и естественным приростом населения (%, ось ординат), страны 
с производством ВВП на душу населения > $3000 на 2001 г.,  
диаграмма рассеивания с наложенными линиями Лоуесса5
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Примечание: источник данных – World Bank 2004. 

                                                 
5 Эта диаграмма не учитывает данные по постсоциалистическим странам европейской 

части бывшего Советского Союза (включая Российскую Федерацию) и близким к ним госу-
дарствам Восточной Европы, имеющим очень специфический характер демографического 
роста (или, точнее сказать, демографического упадка – см., например: Коротаев и др. 2005: 
302–329).  



История и современность  1 /2007 28

Достаточно примечательным здесь представляется и то обстоя-
тельство, что как только мировое производство ВВП на душу насе-
ления приблизилось к $3000 и превысило этот уровень (то есть при 
S ~ $2500), положительная корреляция между S и r сначала упала 
до нулевого уровня (см. диаграмму 8); при S > 3300 (g > 3700) мы 
наблюдаем уже сильную отрицательную корреляцию (см. диа-
грамму 9, с. 29), а при S > 4800 (g > 5200) сила этой отрицательной 
корреляции начинает приближаться к своему максимальному зна-
чению (см. диаграмму 10, с. 30). 
 

Диаграмма 8 

Корреляция между производством ВВП на душу населения  
(в тысячах $, ось абсцисс) 

и темпами роста населения (%, ось ординат) 
для отрезка $2400 < S < $3500 

(диаграмма рассеивания с наложенной линией регрессии) 
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Примечания: R = – 0,028, α = 0,936. Источник данных – Maddison 

2001.  
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Диаграмма 9 

Корреляция между производством ВВП 
на душу населения (в тысячах $, ось абсцисс) 
и темпами роста населения (%, ось ординат) 
для участка S > $3500 (диаграмма рассеивания 

с наложенной линией регрессии) 
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Примечания: R = – 0,946, α = 0,0000000000000003. Источники дан-

ных – Maddison 2001 (мировой ВВП на душу населения, 1970 – 1998 гг.,  
и темпы роста населения мира, 1970 – 1988 гг.); World Bank 2004 (мировой 
ВВП на душу населения, 1999 – 2002 гг.); US Census Bureau 2005 (темпы 
роста населения мира, 1989 – 2002 гг.).  
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Диаграмма 10 

Корреляция между производством ВВП 
на душу населения (в тысячах $, ось абсцисс) 
и темпами роста населения (%, ось ординат) 
для участка S > $4800 (диаграмма рассеивания 

с наложенной линией регрессии) 
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Примечания: R = – 0,995, α = 0,00000004. Источники данных – Mad-
dison 2001 (мировой ВВП на душу населения, 1994–1998 гг.); World Bank 
2004 (мировой ВВП на душу населения, 1999–2002 гг.); US Census Bureau 
2005 (темпы роста населения мира).  
 

Таким образом, для описания соотношения между экономиче-
ским и демографическим ростом на «постмальтузианском» этапе 
экономической истории (то есть для подушевового ВВП > $3000) 
уравнение (17) должно быть модифицировано, что вполне возмож-
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но (Коротаев и др. 2005), но что выходит за рамки данной ста- 
тьи, нацеленной на описание экономической и демографичес- 
кой макродинамики «мальтузианского» периода человеческой  
истории.  

* * * 
Как уже было замечено Кремером (Kremer 1993: 694), в сочета-

нии с уравнением (10) уравнения типа (17) «при отсутствии техно-
логического роста (то есть при T = const) описывают чисто мальту-
зианскую систему, генерируя динамику, сходную с логистически-
ми кривыми, которые биологи используют для описания популя-
ционной динамики животных» (а мы бы к биологам добавили еще 
и клиометристов, моделирующих доиндустриальные политико-
демографические циклы [см., например: Нефедов 2000; 2001; 
2002a; 2002б; 2003; Nefedov 2004; Turchin 2003; Коротаев и др. 
2005]).  

При постоянных относительных темпах технологического рос-

та ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ == constrТ
Т

T  в рамках этой модели, объединяющей уравне-

ния (9) и (17), мы будем асимптотически иметь как постоянные 

темпы относительного роста населения constrN
N

N ==(  

αgTNG =

и, таким 

образом, население будет в соответствии с тенденцией расти экспонен-
циально), так и постоянный S. Отметим также, что чем большее значе-
ние rT мы возьмем, тем большее значение S мы получим.  

Покажем это формально.  
Возьмем следующую систему:  

                                            (10) 

 aSN
dt
dN

=                                             (17) 

cT
dt
dT

= ,                          (18) 

где m
N
GS −=

ct
0eT=

. 

Уравнение (18) очевидным образом дает T . 



А. В. Коротаев, А. С. Малков, Д. А. Халтурина. Компактная …макромодель 33

Таким образом,  G , а следовательно,  αct
0 NegT=

amNNeagT αct
0 −Nm

N
NegTa

dt
dN αct

0 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= . 

Это уравнение известно как уравнение Бернулли: 

( ) ( ) αyxgyxf +=
dx
dy

, которое имеет следующее решение: 

( ) ( ) ( )( ) ( )∫ − dxxge xFxF

( ) ( )∫−= dxxfα1

− −+= eα1Cey xFα1 , 

где , а C – константа.  ( )xF
В рассмотренном выше случае мы имеем  

( ) ( ) ( ) ( )∫ − dteagTe ct
0

tFt

)

− −+= eα1CeN FtFα1 , 

где ( ) ( ) ( ( )−= amt1αdtam∫ −−= α1tF . 
Таким образом, 

( ) ( ) ( ) ( )∫ −− dtee ctamt1αamt−−− −+= eagTα1CeN 1α
0

amt1αα1  
( ) ( ) ( )( )( )∫ −+ dteagT tamα1c

0
−−− −+= α1CeN amtα1α1  

( ) ( )
( )

( )( )
⎟⎟
⎠

⎞−+ tamα1c0 e
am⎜⎜

⎝

⎛
−+

−
+= −−− amtα1α1

α1c
agTα1CeN . 

В результате мы получаем следующее уравнение для S: 
( )( )

( )
( )

( )( )
m

e
am

tamα1c0

tamα1

−
−+

−

α1c
agTα1C

egTmNegTm
N

NegTS
c

01αct
0

αct
0

−+
−

+
=−=−=

+
−  

( )( ) ( )
( )

m

amα1c
aα1 −

−+
−

0> 1

e
gT
C

1S
tamα1c

0

+
=

−+−
 

Так как c , а ( ) 0α >− , ясно, что ( ) 01 >+ −α amc .  
Следовательно, ( )( ) 0tamα1c →−+−e  при ∞→t .  

( )
( ) m

aα1
amα1c

−
−

S t
−+

⎯⎯→⎯ ∞→ , или, наконец,  Это значит, что 
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( )aα
c
−1

S →  при ∞→t . 

Таким образом, в растущих «мальтузианских» системах S мо-
жет рассматриваться как индикатор темпов технологического рос-
та. Действительно, в мальтузианских системах при отсутствии тех-
нологического роста демографический рост ведет к тому, что S 
стремится к 0, в то время как систематическое производство S ока-
зывается в долгосрочной перспективе возможным только при усло-
вии систематического технологического роста6. 

Теперь заменим constr
T T
Т == кремеровским уравнением 

технологического роста (14) и проанализируем полученную мо-

дель: G  ,α= aTN

,α= aTNG  (9) 

,bSNdt
dN =  (17) 

cNTdt
dT =

                                                

 (14) 

В этой модели вполне предсказуемым образом S может быть ап-
проксимировано как krT. С другой стороны, в рамках рассматриваемой 
модели rT по определению прямо пропорционально N. Таким образом, 
эта модель генерирует не вполне самоочевидную (если только не ска-
зать «не вполне правдоподобную») предикцию – что на протяжении 
«мальтузианско-кузнецианской» части человеческой истории мировое 
производство «избыточного» ВВП на душу населения должно было  

 
6 Подчеркнем, что речь идет именно о долгосрочной перспективе, ибо в более кратко-

срочной перспективе необходимо иметь в виду, что вполне регулярное производство S также 
наблюдалось и на фазах восстановительного роста доиндустриальных политико-демогра-
фических циклов (следовавших за фазами политико-демографического коллапса, в результате 
которого выжившая часть населения оказывалась обильно обеспеченной необходимыми ресур-
сами; собственно говоря, без регулярного производства S постколлапсные восстановления и не 
могли бы происходить). Однако после завершения фаз восстановительного роста дальнейшее 
производство значительных объемов S (а значит, и сохранение заметных темпов демографиче-
ского роста) было возможно только при условии заметных темпов технологического роста (см., 
например: Коротаев и др. 2005: 160–228). Отметим также, что S, производимый на начальных 
(восстановительных) фазах политико-демографических циклов, ни в какой степени не может 
объяснить тысячелетний тренд роста производства S, который наблюдался на протяжении 
многих веков еще до того, как бoльшая часть населения мира перешла во вторую фазу демо-
графического перехода (см., например: Maddison 2001), и который был обусловлен именно 
ускорением темпов технологического роста.  
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в соответствии с тенденцией быть прямо пропорционально численно-
сти населения мира. Данная гипотеза, конечно же, заслуживает того, 
чтобы быть эмпирически проверенной. Отметим сразу же, что наша 
эмпирическая проверка подтвердила обоснованность этой гипотезы.  

Наша проверка для всего отрезка человеческой истории, для 
которого в нашем распоряжении имеются оценки и численности 
населения мира, и мирового производства ВВП (то есть для  
1–2002 гг.7), дала следующие результаты: R2 = 0,98, α < 10-16, в то 
время как для периода с наиболее ярко выраженной «мальтузиан-
ско-кузнецианской» динамикой (1820–1958 гг.) положительная 
корреляция между двумя рассматриваемыми переменными при-
лижается к своему максимальному значению (см. диаграмму 11):  б 

Диаграмма 11 
Корреляция между численностью населения мира 

(ось абсцисс, в млн чел.) и производством 
«избыточного» ВВП на душу населения 
(ось ординат, в тыс. $) (1820–1958 гг.) 
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Примечание: R2 > 0,996, α < 10-12. 

                                                 
7 Источники данных – Maddison 2001 (население мира и мировой ВВП, 1–1998 гг.), 

World Bank 2004 (мировой ВВП, 1999–2002 гг.), the US Census Bureau 2005 (население мира, 
1999–2002 гг.).  
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Между прочим, так как в мальтузианско-кузнецианских систе-
мах S может быть аппроксимирован как kN, уравнение (17) может 
быть аппроксимировано как dN/dt ~ k1N2, или, естественно, как 
dN/dt ~ N2/C; таким образом, уравнение Капицы оказывается одной 
из возможных форм аппроксимированной записи популяционной 
динамики в рассматриваемой модели.  

Итак, мы получаем следующие предварительные результаты:  
rT = k2N ; 

таким образом,  
dS/dt ~ krT /dt = k3dN/dt . 

Это означает, что для «мальтузианско-кузнецианской» части 
человеческой истории dS/dt может быть аппроксимирована как 
k4dN/dt.  

С другой стороны, так как dN/dt в исходной модели равняется 
aSN, это, конечно, заставляет предполагать, что для соответствующей 
части человеческой истории как экономическая, так и демографиче-
ская динамика Мир-Системы может быть аппроксимирована при по-
мощи следующей неожиданно простой математической модели8:  

  ,aSN
dt

dN =  (17) 

,bNS
dt
dS =

,SNmNG

 (19) 

где N – это население Земли, а S – «избыточный» продукт, произ-
водимый при данном уровне технологического развития Мир-
Системы на одного человека.  

При этом для подсчета мирового ВВП (G) может быть исполь-
зовано следующее уравнение:  

 (20) = +

                                                 
8 Стоит отметить, что данная модель описывает мальтузианско-кузнецианскую динами-

ку только в динамически сбалансированном состоянии (когда наблюдаемая численность 
населения мира находится в сбалансированном соответствии наблюдаемому уровню техно-
логического развития). Для описания ситуаций с N, диспропорционально низким или высо-
ким по отношению к наблюдаемому уровню технологического развития (а значит, и с дис-
пропорционально высоким или низким S), естественно, потребуется неаппроксимированный 
вариант модели [(10) – (17) – (13)]. Отметим, что в подобных случаях N будет расти уско-
ренными темпами или падать до уровня динамического технико-демографического эквилиб-
риума, после чего траектория развития будет идти по модели (17) – (19).  
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где m представляет собой количество произведенного продукта на 
одного человека, минимально необходимое для простого (с нуле-
вой скоростью роста) воспроизводства населения Мир-Системы.  

В нашей следующей статье мы проведем эмпирическую про-
верку предлагаемой математической макромодели.  
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